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摘　要：研究Ｎｅｗｍａｎ型有理算子逼近 ｘ的收敛速度，在Ｎｅｗｍａｎ结点组的零点附近［０，ｅ槡－ｎ］增加结点。通

过对Ｎｅｗｍａｎ不等式进行改进，得到确切的逼近阶为 Ｏ
１

槡ｎｅ
３槡ｎ( )
２
，这个结果优于 Ｎｅｗｍａｎ的经典结果。进一步说

明：在零点附近增加结点可以提高原来的逼近阶。
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ｎｅａｒｔｈｅｚｅｒｏｏｆｔｈｅＮｅｗｍａｎｎｏｄｅｓａｒｅｉｎｃｒｅａｓｅｄ．ＴｈｒｏｕｇｈｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｏｆＮｅｗｍａｎｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｉｔｉｓ

ｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅｅｘａｃｔｏｒｄｅｒｏｆａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｉｓＯ
１

槡ｎｅ
３槡ｎ( )２ ，ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｓｂｅｔｔｅｒｔｈａｎｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆ

Ｎｅｗｍａｎ．Ｆｕｒｔｈｅｒｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎ：ｉｎｃｒｅａｓｅｓｎｏｄｅｓｉｎｔｈｅｎｅａｒｚｅｒｏｃａｎｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｒｄｅｒｏｆ
ｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ｎｅｗｍａｎｎｏｄｅｓ；Ｎｅｗｍａｎｔｙｐｅｒａｔｉｏｎａｌｏｐｅｒａｔｏｒｓ；Ｎｅｗｍａｎｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ；ｒａｔｉｏｎａｌｉｎｔｅｒｐｏｌａ
ｔｉｏｎ；ｏｒｄｅｒｏｆａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ．

　　众所周知，最早研究 ｘ的逼近问题是 Ｂｅｒｎ
ｓｔｅｉｎ。他在１９１３年用代数多项式对 ｘ进行逼近，
得到ｎ次代数多项式对 ｘ的逼近阶 Ｅｎ（ｘ）＝

Ｏ １( )ｎ，且不能改善 （ＡｃｔａＭａｔｈ．，１９１３，３７：１－５７）。
１９６４年，Ｎｅｗｍａｎ 发 现 Ｒｎ（｜ ｘ ｜） ＝

ｍａｘ
ｘ≤１
｛ ｘ－ｒｎ（ｘ）｝远远优于其多项式的最佳逼

近Ｅｎ（ｘ）（Ｍｉｃｈ．Ｍａｔｈ．Ｊ．，１９６４，１１：１１－１４）。

设ｐ（ｘ）＝∏
ｎ－１

ｋ＝１
（ｘ＋ａｋ），其中ａ＝ｅ－

１
槡ｎ。定义了如下

有理函数ｒｎ（ｘ）＝ｘ
ｐ（ｘ）－ｐ（－ｘ）
ｐ（ｘ）＋ｐ（－ｘ）。建立了如下定

理：当ｎ≥５时，有 １２ｅ
－９槡ｎ≤Ｒｎ（ｘ）≤３ｅ槡

－ｎ。

１９９７年，Ｂｒｕｔｍａｎ等［１］把上述有理函数进行推

广：

结点组取Ｘ＝｛ｘｋ：ｋ＝１，２，…，ｎ，０＜ｘ１ ＜ｘ２

 收稿日期：２０１６－０５－０６
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＜… ＜ｘｎ≤１｝。令ｐ（ｘ）＝∏
ｎ

ｋ＝１
（ｘ＋ｘｋ），则基于

结点组 ｛－ｘｎ，…，－ｘ２，－ｘ１，０，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝的
Ｎｅｗｍａｎ型有理算子定义为

ｒｎ（Ｘ；ｘ）＝ｘ
ｐ（ｘ）－ｐ（－ｘ）
ｐ（ｘ）＋ｐ（－ｘ）

　　在Ｎｅｗｍａｎ之后，有不少学者考虑在任意结点
组 （见文献 ［２－１４］）上的 Ｎｅｗｍａｎ型插值。特
别是近十几年，研究与Ｎｅｗｍａｎ结点组相关的问题
也较多。

２００４年，谢庭藩等［２］将以上不等式改善为：

Ｒｎ（｜ｘ｜）＝
Ｃ

槡ｎｅ槡
ｎ
＋Ｏ １

ｎｅ槡( )ｎ ，其中
Ｃ＝ ｍａｘ

０≤ ｘ＜∞

ｘ
１＋ｅ{ }ｘ ＝０２７８４６…

２００６年，谢庭藩等［３］通过改进不等式的证明

技巧，利用 Ｎｅｗｍａｎ结点组对逼近阶做进一步提
高，得到一个较好的结果

Ｒｓ（ｘ）＝Ｃ
１

槡ｎｅ
ｓ
槡ｎ

＋ｎ
１
４ｅｘｐ－π

２
槡ｎ( )( )４

其中Ｃ为正常数，ｓ≥ｎ≥１。
２０１０年，詹倩等［４］通过改进 Ｎｅｗｍａｎ结点组

和证明方法得到一个更好的结果 Ｒｎ（ｘ） ＝

Ｃ′ｎ
１
４ｅｘｐ －π槡ｎ( )２

，其中Ｃ′为正常数。

２０１５年，詹倩等［５］构造一类分段加密的新结

点组，得到 Ｎｅｗｍａｎ型有理算子逼近 ｘ的上界为

ｅｘｐ － ４槡ｎ
３＋槡

( )ε，其中ε＞０仅与 ｎ有关，并随 ｎ
增大无限接近于０。近两年，张慧明等［１５－１７］还研

究了｜ｘ｜α（０＜α＜１）和（１＜α≤２）的有理插值。
　　本文在［０，ｅ槡－ｎ］增加 ｎ／２（在这里 ｎ取偶数）

个结点｛ｘｋ ＝ｅ
－ｋ
槡ｎ｝３ｎ／２ｋ＝ｎ＋１，即研究插值结点组取加密

的Ｎｅｗｍａｎ结点组Ｎ＝｛ｘｋ＝ｅ
－ｋ
槡ｎ｝３ｎ／２ｋ＝１的Ｎｅｗｍａｎ型

有理插值算子逼近｜ｘ｜，得到逼近阶为Ｏ
１

槡ｎｅ
３槡ｎ( )２ 。

１　ｒ３ｎ／２（Ｎ；ｘ）在加密Ｎｅｗｍａｎ结点组
对 ｘ的有理逼近

　　由于构造的结点组里有３ｎ／２个结点，为了方
便，把３ｎ／２记作ｍ，所以把Ｎｅｗｍａｎ型有理算子定
义为：

ｒｍ（Ｎ；ｘ）＝ｘ
ｐ（ｘ）－ｐ（－ｘ）
ｐ（ｘ）＋ｐ（－ｘ）

　　定理１　结点组取加密的 Ｎｅｗｍａｎ结点组，当

ｎ≥３８时，有下式成立：

ｅｍ Ｎ；( )ｘ ＝ ｘ－ｒｍ Ｎ；( )ｘ ＝Ｏ
１

槡ｎｅ
３槡ｎ( )２

　　证明本定理前先对Ｎｅｗｍａｎ不等式进行改善：
引理１　当ｎ≥３８时，有

∏
ｎ－１

ｋ＝１

１－ａｋ

１＋ａｋ
≤∏

ｎ／２－１

ｋ＝１

１－ａｋ

１＋ａｋ
≤ｅ－１６槡ｎ

　　证明　对上式左端估计得

∏
ｎ／２－１

ｋ＝１

１－ａｋ

１＋ａｋ
≤ｅｘｐ －２∑

ｎ／２－１

ｋ＝１
ａ( )ｋ ＝ｅｘｐ －２ａ－ａ

ｎ／２

１( )－ａ
当ｎ≥３８时，有

２（ａ－ａｎ／２）≥２（ｅ－
１
槡３７－ｅ－

槡３７
２）≥１６

另一方面，
１
１－ａ≥槡ｎ。由以上三式引理得证。

引理２［１］　令０＜ｘ１＜ｘ２＜… ＜ｘｎ≤１，Ａｎ＝

∑
ｎ

ｋ＝１

１
ｘｋ
，当ｘ∈［－ｘ１，ｘ１］时，有 ｅｎ（Ｘ；ｘ）≤

１
Ａｎ
。

引理３［９］　当０＜ｘ＜１２时，有
１－ｘ
１＋ｘ＞３

－２ｘ。

　　下面证明定理１。
证明　由于 ｒｍ（Ｎ；ｘ）和 ｘ都是偶函数，只

考虑区间［０，１］即可。

（ｉ）当 ０≤ ｘ≤ ｘｍ ＝ ｅｘｐ －３ｎ
２槡

( )ｎ ＝

ｅｘｐ－３槡ｎ( )２ 时，

Ａｍ ＝∑
ｍ

ｋ＝１

１
ａｋ
＝∑

３ｎ／２

ｋ＝１
ｅｘｐ ｋ

槡
( )ｎ ＝

ｅｘｐ ３ｎ
２槡

( )ｎ －１
１－ｅｘｐ －１

槡
( )ｎ

≥

槡ｎｅｘｐ ３槡ｎ( )２ －( )１
由引理２得

ｅｍ（Ｎ；ｘ）≤
１
Ａｍ
≤

１

槡ｎｅｘｐ ３槡ｎ( )２ －( )１
≤ ２

槡ｎｅｘｐ ３槡ｎ( )２
　　 （ｉｉ）当ｘｍ ＝ｅ

－３槡ｎ２ ≤ｘ≤ｘｎ ＝ｅ
－ｎ
槡ｎ ＝ｅ槡－ｎ时，

则对于某个ｊ，有ｘｊ＋１ ＝ａ
ｊ＋１≤ｘ≤ｘｊ＝ａ

ｊ（ｊ＝ｎ，ｎ
＋１，…，３ｎ／２－１）。

ｈｍ Ｎ；( )ｘ ＝ ｐ（－ｘ）
ｐ（ｘ）

＝∏
ｍ

ｋ＝１

ａｋ－ｘ
ａｋ＋ｘ

＝

∏
ｎ

ｋ＝１

ａｋ－ｘ
ａｋ＋ｘ∏

ｊ

ｋ＝ｎ＋１

ａｋ－ｘ
ａｋ＋ｘ∏

ｍ

ｋ＝ｊ＋１

ｘ－ａｋ

ｘ＋ａｋ
≤

５６
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∏
ｊ

ｋ＝ｎ＋１

ａｋ－ｘ
ａｋ＋ｘ∏

ｍ

ｋ＝ｊ＋１

ｘ－ａｋ

ｘ＋ａｋ
≤

∏
ｊ

ｋ＝ｎ＋１

ａｋ－ａｍ

ａｋ＋ａｍ∏
ｍ

ｋ＝ｊ＋１

ａｊ－ａｋ

ａｊ＋ａｋ
＝

∏
ｊ

ｋ＝ｎ＋１

１－ａｍ－ｋ

１＋ａｍ－ｋ∏
ｍ

ｋ＝ｊ＋１

１－ａｋ－ｊ

１＋ａｋ－ｊ
≤∏

ｎ／２－１

ｋ＝１

１－ａｋ

１＋ａｋ

由引理１得 ｈｍ Ｎ；( )ｘ ≤ｅ－１６槡ｎ≤
４

槡ｎｅ
３槡ｎ
２

。

（ｉｉｉ）当ｘｎ ＝ｅ槡
－ｎ≤ｘ≤１时，对于某个ｊ，有

ｘｊ＋１ ＝ａ
ｊ＋１≤ｘ≤ｘｊ＝ａ

ｊ（ｊ＝０，１，…，ｎ－１）。

ｈｍ（Ｎ；ｘ） ＝
ｐ（－ｘ）
ｐ（ｘ）

＝∏
ｍ

ｋ＝１

ａｋ－ｘ
ａｋ＋ｘ

＝

∏
ｊ

ｋ＝１

ａｋ－ｘ
ａｋ＋ｘ∏

ｎ－１

ｋ＝ｊ＋１

ｘ－ａｋ

ｘ＋ａｋ∏
ｍ

ｋ＝ｎ

ｘ－ａｋ

ｘ＋ａｋ
≤

∏
ｊ

ｋ＝１

ａｋ－ｘ
ａｋ＋ｘ∏

ｎ－１

ｋ＝ｊ＋１

ｘ－ａｋ

ｘ＋ａｋ
＝∏

ｎ－１

ｋ＝１

１－ａｋ

１＋ａｋ

由引理１得 ｈｍ（Ｎ；ｘ）≤ｅ
－１６槡ｎ≤ ４

槡ｎｅ
３槡ｎ
２

。

由情形 （ｉｉ） －（ｉｉｉ）得

ｅｍ（Ｎ；ｘ） ＝
２ｘｐ（－ｘ）

ｐ（ｘ）＋ｐ（－ｘ）
≤ ２

ｐ（ｘ）
ｐ（－ｘ）

－１
≤

２

槡ｎｅ
３槡ｎ
２

４ －１
≤ ８

槡ｎｅ
３槡ｎ
２ －４

≤ ９

槡ｎｅ
３槡ｎ
２

综合上面三种情形有

ｅｍ（Ｎ；ｘ） ＝ ｘ－ｒｍ（Ｎ；ｘ） ＝Ｏ
１

槡ｎｅ
３槡ｎ( )２

　　下面说明这个逼近阶是确切的，有以下定理。

定理２　取ｘ ＝ １

槡ｎｅ
３槡ｎ
２

，那么有

ｅｍ（Ｎ；ｘ）≥
１

１３槡ｎｅ
３槡ｎ
２

　　证明　当ｎ≥３８时，有ｘ


ａｋ
≤ｘ



ａｍ
＝ ｘ



ｅ－
３ｎ
２槡ｎ

＜１２

且０≤ｈｍ（Ｎ；ｘ）＝
ｐ（－ｘ）
ｐ（ｘ）

≤１，其中

ｈｍ（Ｎ；ｘ） ＝∏
ｍ

ｋ＝１

ａｋ－ｘ

ａｋ＋ｘ
＝∏

３ｎ／２

ｋ＝１

１－ｘ／ａｋ

１＋ｘ／ａｋ

由引理３得

ｈｍ（Ｎ；ｘ）≥３
－２ｘ ∑

３ｎ／２

ｋ＝１
ｅｘｐ ｋ

槡
( )( )ｎ

其中

∑
３ｎ／２

ｋ＝１
ｅｘｐ ｋ

槡
( )ｎ ＝

ｅｘｐ １

槡
( )ｎ １－ｅｘｐ ３ｎ

２槡
( )( )ｎ

１－ｅｘｐ １

槡
( )ｎ

＝

ｅｘｐ ３ｎ
２槡

( )ｎ －１
１－ｅｘｐ －１

槡
( )ｎ

≤ｅｘｐ ３ｎ
２槡

( )ｎ（槡ｎ＋１）

由上式得

ｈｍ（Ｎ；ｘ）≥３
－２槡ｎ＋１
槡ｎ ≥ １１３

从而

槡ｎｅｘｐ ３槡ｎ( )２ ｅｍ（Ｎ；ｘ） ＝
２ｈｍ（Ｎ；ｘ）
１＋ｈｍ（Ｎ；ｘ）

≥

ｈｍ（Ｎ；ｘ）≥１／１３
定理得证。

由定理１和定理２综合可得：
１

１３槡ｎｅｘｐ ３槡ｎ( )２
≤ ｅｍ（Ｎ；ｘ）≤

９

槡ｎｅｘｐ ３槡ｎ( )２
由此得到的确切逼近阶为Ｏ

１

槡ｎｅｘｐ ３槡ｎ( )






２
。

２　分析总结

综上所述，在零点附近 ［０，ｅ槡－ｎ］增加 ｎ／２（ｎ
取偶数）个结点，即研究插值结点组取加密的

Ｎｅｗｍａｎ结点组 Ｎ＝｛ｘｋ ＝ｅｘｐ（ 槡－ｋ／ｎ）｝３ｎ／２ｋ＝１的
Ｎｅｗｍａｎ型有理插值算子逼近 ｘ，得到确切逼近

阶为 Ｏ
１

槡ｎｅ
３槡ｎ( )２ 。这个结果优于 Ｎｅｗｍａｎ的经典结

果；这个结果略好于文 ［２］的结果及文 ［３］的
结果 （当ｎ≤ｓ＜３ｎ／２时），且形式简洁；由于詹
倩等［４］是通过改进的Ｎｅｗｍａｎ结点组，所以略优于
本文结果；这个结果虽不及文 ［５］的结果好，但
是这个结果远远优于文 ［６－１４］中的结果。

另一方面，本文是通过在零点 （唯一奇点）

附近增加结点来提高逼近阶。进一步说明结论：在

零点附近增加结点可以提高原来的逼近阶［１４］。
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　第 ６期 赵喜杨等：探讨树的（ｋ，ｄ）－边魔幻全标号

　　推论１　设树Ｈ有（ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻
全标号，树Ｔ是集有序优美树，且其顶点集二部划
分 （Ｘ，Ｙ）满足 ｜Ｘ｜－｜Ｙ｜≤１，则对称树 ＜Ｔ；
Ｈ＞具有 （ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻全标号。
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